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1. Complejidad Computacional

Algoritmos, Estructuras de Datos y Programas

1. Algoritmo: proceso sistematico para calcular un resultado a
partir de datos de entrada.

2. Estructura de Datos: la manera de organizar datos y operar
sobre ellos.

3. Algoritmos + Estrucutra de Datos = Programas: es la
expresion en leguaje formal de un algoritmo.
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Algoritmos aparecen en:

1. Internet: personas de todo el mundo obtengan con rapidez
cantidades grandes de informacion.

2. Comercio electrénico: mercaderias y servicios sean
negociados electronicamente.

3. Seguridad de informacién: privacidad en tarjetas de bancos,
tarjetas de crédito, DNle.

4. En la industria: asignar recursos escasos de manera
eficiente (localizacién, ruta mas corta, etc).




Eficiencia de un algoritmo
Complejidad de tiempo: Cuanto "tiempo” es necesario para
calcular el resultado para una instancia del problema de tamano n

a) Peor caso: se considera el mas alto tiempo de
ejecucion del algoritmo.

b) Caso médio: requiere andlisis estadistico de los
datos para hallar el tiempo promedio de la ejecucion
en funcion a probabilidades.

c) Mejor caso: si los datos de prueba generan el mejor
tiempo de ejecucion.



Complejidad Asintotica

1. Analisis del algoritmo permite estimar una funcién que
depende del tamano de entrada (nUmero de datos
almazenados). Ejemplo:

T(n) = 13n° + 2n* 4 6nlogn.

CPU/membria.

2. La constante que multiplica al término cubico tiene
relativamente la misma importancia que la velocidad del
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Reglas para estimar la funcion T
1. Asignaciones

2. Comparaciones

3. Operaciones aritméticas

4. Repeticiones

Por simplicidad, en general, si tenemos una operacion seguida de
una asignacion estas dos son consideradas como una unidad de
tiempo, por ejemplo:

y=x+2
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Ejemplo

Caélculo de la funcion:

f(n):{ 16”’, VneN

caso contrario
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Algoritmo P
Inicio

Leer n

Sin <0, entonces escribir f(n) =0
Caso contrario, hacer
X=n

y=n-—1
Mientras y > 0, hacer
X=X*xn

y=y-1
Escribir f(n) = x
Fin

Al




Complejidad del Algoritmo P

En la i—ésima iteracion la variable x contendré el valor de #'.

Luego, como el "Loop” es ejecutado n — 1 veces, tendremos la
complejidad de

T(n)=3mn—-1)+3=3n




Definicion de Limite Superior

Sea g : N — R una funcion dada. Definimos el conjunto

Ejemplo
La funcién

T(n) = 3n® + 2n*
es de orden O(n?).

En efecto, tomando ny = 1y ¢ = 5 se tiene

3’ + 2n° < 513,

O(g(n)) ={f(n) : Ic € Ry y no : 0 < f(n) < cg(n),¥n > no}.




Ejemplo

La funcion

T(n) =n®
es de orden O(n?).

En efecto, tomando ny = 1 y ¢ = 1, se tiene:

nt < nd
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Ejemplo
¢La funcién
es de orden 0(2")?

v Q(




Respuesta

No. Supongamos que existan constantes ng y ¢ tal que Vn > ny :

3t < 2"
Esto implica
() =e
Tomando n — +oc, se tiene:

+oo < ¢,
lo que es una contradiccion.




Ejemp|0

gLa funcién

T(n) = n’
es de orden O(n?)?
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Respuesta

n < cn?
Esto implica

No. Supongamos que existan constantes ng y ¢ tal que Vn > ny :

n<c.
Tomando n — +oo, se tiene:

+o0 < c,
lo que es una contradiccién.




Definicién: Limite inferior

Sea g : N — R una funcion dada. Definimos el conjunto
Q(g(n))

{f(n): Ic e Ry1ynyg:0<cg(n) <f(n),¥n>np}




Definicion: Limite superior e inferior

Sea g : N — R una funcion dada. Definimos el conjunto

O(g(n)) =

Q(g(n)) N O(g(n)).

n
Sif(n) € ©(g(n)), entonces el algoritmo se llama éptimo.

Al




Ejemplo

Sea

se tiene:

Por lo tanto f(n) € ©(n?).

f(n) =3n’ +2n%.

f(n) € Q).

Ya sabemos que f(n) € O(n?). Ademas, tomando c = 1y ng = 1,




Proposicion

Proposiciéon

O(f(n)) y O(g(n)), entonces

Si determinado algoritmo se divide en partes independientes,
digamos P, y P, y siendo T, (n) y T»(n) respectivamente de orden

T(n) = Ti(n) + T2(n)
y P sera de orden

O(max{f(n), g(n)})




4 .
n Sl n es par

f(n):{n2 sinesim

: par

n*  sinespar
n®, sinesimpar

En este caso,

max{f(n),g(n)} =

n*  sinespar
n®, sinesimpar




Proposicion

Si Ti(n) y T>(n) son de orden O(f(n)) y O(g(n)) respectivamente,
entonces T(n) = Ty(n).T>(n), es de orden

O(f(n).g(n)).




Proposicion

Seanf,g,h: N — R, entonces
1. g(n) € O(f(n)) y f(n) € O(g(n)) siy soélo si

2. f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(h(n)), entonces

f(n) € O(h(n)).
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Definicion

Sea g : N — R una funcion dada. Definimos el conjunto
o(g(n))

{f(n) : Ve e Ry413ng >0:0<f(n) <cg(n),vn>np}
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Sea g : N — R una funcion dada. Definimos el conjunto
w(g(n) = {f(n) : Ye € Ry Tng > 0: 0 < cg(n)

<f(n),

Vn > ng}
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Resultados en terminos de limites

Seanf,g: N — R funciones positivas tales que el siguiente limite
existe:
= C7
n—00 g(n)
donde ¢ puede ser 0, finito 0 +oc.

1) Si ¢ = 0 6 finito, entonces

f(n) € O(g(n)).
2) Sic es finito 6 ¢ = +oo, entonces

f(n) € Q(g(n). .

=




En terminos de limites

Sean f, ¢ : N — R funciones positivas tales que lim,,_m{;
donde ¢ puede ser 0, finito 0 +cc.

(n) _
gy — ©
3) Si ¢ es finito, entonces f(n) € ©(g(n)).
4) Sic =0, entonces
f(n) € o(g(n)).

5) Si ¢ = +o0, entonces

f(n) € w(g(n)).




Ejercicios

Pruebe que:

2n € 0(n2)7 pero 22 ¢ 0(’12).
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En efecto,
> como lim, . 2% = 0, entonces 2n € O(n?) y 2n € o(n?).
» También lim,, oo Zn—’f = 2, entonces 21’ € O(n?).

» Supongamos que 2r° € o(n?), entonces para todo ¢ > 0
existe ny:

2n* < ¢(n?),¥n > ng.

Tomando ¢ = 1/2 llegamos a una contradiccion.
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Ejercicios

Pruebe que:

n*/2 € w(n), peron*/2 ¢ w(n?).
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Ejercicios

Seaf(n) = 130> +2n> + 6nlogn y g(n) = n’. Pruebe que

f(n) € O(n*).
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Ejercicios

que

Pruebe que para cualquier nimero a,b € R con b > 0, se tiene

(n+a)® € On°).
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Ejercicios

¢ Es verdad que

ot ¢ 0(2")?
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Ejercicios

¢ Es verdad que

22n c 0(211)?
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Propiedad Transitiva

a) Sif(n) € O(g(n))y g(n) € O(h(n)), entonces

f(n) € O(h(n)).

b) Sif(n) € Q(g(n))y g(n) € Q(h(n)), entonces

f(n) € Q(h(n)).

c) Sif(n) € ©(g(n))y g(n) € O(h(n)), entonces

f(n) € ©(h(n)).
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Propiedad Transitiva

d) Sif(n) € o(g(n))y g(n) € O(h(n)), entonces

f(n) € o(h(n)).

e) Sif(n) € w(g(n))y g(n) € w(h(n)), entonces

f(n) € w(h(n)).
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Reflexividad

f(n) € O(f(n))
f(n) € Qf(n))

f(n) € O(f(n)).

o F = = E 9DAc
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Simetria

f(n) € ©(g(n)) <= g(n) € O(f(n)).
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Simetria del transpuesto

f(n) € 0(g(n)) <= g(n) € Qf(n)).

f(n) € o(g(n)) <= g(n) € w(f(n)).

=] F = = E 9DAc
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Similitud con la relacidon de orden

f(n) € 0(g(n)) ~a<b
f(n) € Qg(n)) ~a=b
f(n) € ©(g(n)) ~a=b
f(n) € o(g(n)) ~a<b

f(n) € wig(n)) ~a>b

o F = = E 9DAc
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Similitud con la relacidon de orden

Sia,b € R, entonces es verdadera una y solo una delas
proposiciones siguientes:

a<b a=>b a=nhb.
analogamente, si f(n), g(n) son funciones, puede suceder que
f(n) € O(g(n)) y o fn) €Q(g(n),
sean ambas falsas.




Inicio

Algoritmo de Ordenacion Bubble-Sort

Leer {alv az, a3, ..., dn, I’l}
Parai=1:n— 1 hacer
Paraj =i+ 1:n hacer
Siaj_| > a;, entonces
temp = aj_i;
4j-1 = dj

a; = temp;
Fin (Para).
Fin (Para).

Escribir {a;, a2, ...,a,}

Hallar la complejidad del algoritmo.
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Solucion

El "Loop” mas interno exige, en el peor caso 5 operaciones
siendo ejecutado (n — i) veces, luego la complejidad es 5(n — i).
Como existe un "loop” mas externo que ejecuta este Ultimo n — 1

veces, tenemos:

5 +(n-1)
Entonces la complejidad del algoritmo sera de

o(n?).
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Algoritmo: Evaluacion de polinomio por potenciacion

Inicio

Leer {n,a,,an—1,a,-2, ...,a0,x}

p = ao;

Parai=1:n hacer
p=p+ax

Fin (Para).

Escribir {p}.

Hallar la complejidad del algoritmo.




Solucion

Tenemos n ejecuciones del "Loop” y cada ejecucion (2 + i)
operaciones son realizadas: una asignacion, una sumay i
multiplicaciones. Luego,

n

T(n) =) (2+i) =

1

netl)

, 2
i=1

Asi, el algoritmo es de orden

o(n?).




Algoritmo: Evaluacidon de polinomio por producto

Inicio

Leer {n,a,,an—1,a,—2,...,a0,x}

P = ao;

y=x

Parai=1:n—1 hacer
p=p+a.y
y = y.x

Fin (Para).

p=p+ay

Escribir {p}.

Hallar la complejidad del algoritmo.




Solucion

Por cada ejecucion del "Loop” tenemos la instruccién, dos

productos y una suma, osea 4 operaciones de tiempo constante
Como este es ejecutado n — 1 veces tenemos

T(n)=4n—1)+2=4n-2
Asi, el algoritmo es de orden

O(n).
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Algoritmo: Método de Horner

Inicio
Leer {na Any Qp—1,An—2, --+, (ZO,X}
P = an;
Parai=n—1:0, hacer
P = a; + x.p;
Fin (Para).
Escribir {p}.

Hallar la complejidad del algoritmo.




Solucion

de consumo constante. As'i,

En este caso cada ejecucion del "Loop” realiza, ademas de la
instruccién basica, una suma y un producto, osea 3 operaciones

T(n)=3(n)+1
Asi, el algoritmo es de orden
O(n).




Ejemplo
Solucion de un sistema lineal:
Ax = b,

donde A es una matriz cuadrada n x n'y b es un vector de
dimensién n.
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Algoritmo Eliminaciéon Gaussiana

Dados a;;, b;, 1 <i,j <n.
Parak=1:n— 1 hacer
encontrar i > k tal que ai # 0
Si a;; = 0 para todo i > k entonces A~! no existe
Cambie la linea k con la linea i
Parai=k+ 1:n hacer
m = mjp = Zj’;
b,’ = b,’ — mbk
Paraj=k+ 1:nhacer
a,-j = a,-j - makj
Fin (Para)
Fin(Para)
Fin(Para)

= DAl




Complejidad de la eliminacion de Gauss

» Para cada valor j en el tercer bloque del algoritmo son
realizadas: una multiplicacion y una adicién. Asi en este lazo
sSOn necesarias:

n

> 2=2n—k).

j=k+1

» En el segundo bloque (el bloque en i) ademas de las
operaciones contabilizadas anteriormente, para cad i
realizamos una division, una multiplicacién y una resta. Asi el
numero de operaciones sera:

> BH2n—k)=[B+20n—k)]n—k).
i=k+1




Complejidad de la eliminacion de Gauss

» Para obtener el nUmero total de operaciones realizamos la
)

suma en k, correspondiente al bloque externo del algoritmo
Z 3(n—k)+2(n—k)(n—

n—1
—32 n—k)+2> (n—k?
k=1

» En los célculos usaremos la formula: >~ k2

_ (n=1)n(2n—1)
) 6
k=1
» Obteniendo asi, la cantidad de operaciones
25 n? 7
3" T2 e
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Complejidad de la eliminacion de Gauss

» Para obtener el nimero total de operaciones en el método de
eliminacion gaussiana, necesitamos sumar el nimero de
operaciones necesarias para resolver el sistema triangular.

» Asi, la aplicacion del método de eliminacion de Gauss, el
numero de operaciones aritméticas es:

2 5 nr 7 s 24 3, 17
N+ ———-n+n"=zn +-n"——n.
3 2 6 3 2 6
Si n = 100 se necesitan 681550 operaciones aritméticas.

» La complejidad del nimero de operaciones es O(n?).




Importancia del estudio de la Complejidad

Por ejemplo, si un algoritmo tiene complejidad O(n!) y si
consideramos que cada unidad de tiempo es de 10~ segundos,
entonces:

» Sin =13, entonces T(n) ~ 6 segundos
Sin = 15, entonces T(n) ~ 21 minutos
Sin = 16, entonces T'(n) ~ 6 horas

~ 4 dias

%

Sin = 18, entonces T'(n) ~ 2 meses y medio
Sin = 20, entonces T'(n) ~ 39 anos

Sin =21, entonces T(n) ~ 821 anos

Sin =22, entonces T(n) ~ 18 068 anos
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(n)
(n)
(n)
Sin =17, entonces T(n)
(n)
(n)
(n)
(n)
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Conclusion

Ante la necesidad de resolver un problema debemos escoger el
algoritmo mas adecuado:
1. El algoritmo debe ser simple (de accesible implementacion)

2. El algoritmo debe ser eficiente (usar el minimo de recursos
computacionales (estructura de datos) y debe ejecutar lo mas
rapido posible (complejidad asintética).




6. Referencias

. T. Cormen, C. Leiserson, R. Rivest, C. Stein (2003), Introduction to Algorithms, 4ta
impresion, MIT Press-McGraw-Hill, Seccion 3.1.

. Szwarcfiter Jayme L. y Markenson Lilian, Estrutura de Dados e Seus Algoritmos,
2da edicao, 1994, Capitulo 1.

. Campelo Eduardo R., y Maculan Nelson, Projeto e Andlise de Algoritmos
Heuristicos, Escola Brasileira de Otimizacao, 1989.

=] F = = £ DA«




