Método del Punto Proximal para Optimizacion

Minicurso para el IV Congreso Internacional de Optimizacién y Aplicaciones

Dr. Erik Alex Papa Quiroz

Universidad Nacional Mayor de San Marcos

Facultad de Ciencias Matematicas

Setiembre, 2025



Método del Punto Proximal para Optimizacion
Erik Alex Papa Quiroz
Setiembre/2025

Universidad Nacional Mayor de San Marcos.

RESUMEN

En este curso presentamos el método del punto proximal para minimizar problemas
de minimizacién no necesariamente diferenciables. Probamos que cuando la funcién ob-
jetivo es convexa y cuasi-convexa el método genera una sucesion de puntos que converge
a un punto solucién (en el caso convexo) y a un punto candidato a solucién (en el caso
cuasi-convexo). Por otro lado, cuando la funcién tiene la propiedad de la desigualdad de
Lojasiewicz probamos que toda sucesion acotada converge a un punto critico generalizado

del problema.

Palabras Claves: método del punto proximal, optimizacion convexa, optimizacion

cuasi-convexa, desigualdad de Lojasiewicz.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las notaciones utilizadas e haremos un resumen de los

resultados basicos necessarios y tutiles para el buen entendimiento de este trabajo.

1.1 Notaciones

A lo largo de esta monografia, adoptaremos las seguintes notaciones:
R" ={z = (21,22, ...,x,)/x; € R,Vi=1,...,n}: espacio Euclidiano.
IR, : el conjunto de los numeros reales no negativos.

IR : el conjunto de los nimeros reales positivos.

Dados z,y € IR", 2Ty = 3" | x;u; : el produto interno Euclidiano en IR™.
Dado z € IR", ||z|| :== VzTx: la norma euclidiana.

domf: dominio de la fumcién f.

epif: epigrafe de f.

(0,1):=={z€R:0<2<1}

df(x) : el subdiferencial de Fréchet de f en z.

V f : el gradiente de f.

JOf(x) : la subdiferencial en el limite de la funcién f.

max{ f(z), f(y)} : el valor méximo entre f(z)y f(y).
B(Z,e) = {z € R" : ||x — Z|| < €} : la bola Euclidiana de centro Z y radio e.



1.2 Funciones Convexas y Cuasi-convexas

En esta seccion damos algunos resultados de funciones convexas y cuasi-convexas.
Dada una funcién de valores extendidos f : IR" — IRU{+00}, el dominio de f, denotado

por domf es definido por
domf := {z € R" : f(x) < o0},

y su epigrafo por
epif = {(z.0) € R" x R: f(x) < B},

f es llamada una funcién propia si domf # () y Vo € domf tenemos f(x) > —oo. Decimos

que f es una funcién semicontinua inferior si epif es un subconjunto cerrado de IR" x IR.

Definicién 1.1 Sea f: R" — IR U {400} una funcién propia. f es convexa en IR" si

para todo x,y € IR" y todo t € [0,1], se cumple:

flty+ 1 =t)z) <if(y) + (1 =) f (),

Cuando la desigualdad es estricta, para © # y y t € (0,1), f es llamada estrictamente

convera.

Definicién 1.2 Sea f: R" — RU {400} una funcion real de valores extendidos. f es

llamada cuasi-convexa en IR™ si para todo x,y € IR" y todo t € [0,1], se cumple que

[tz + (1 = t)y) < max{f(x), f(y)}-

Teorema 1.1 Sea f : IR" — IRU{+00} una funcion propia con domf convexo en IR". f
es cuasi-conveza en IR" si, y solamente si, para cada ¢ € IR el conjunto de nivel inferior

de f, T¢(c) ={x € R": f(z) < c}, es convezo .

Demostracién. Supongamos que f es cuasi-convexa y sea ¢ € IR. Probaremos que I'f(c)
es convexo. Sea x,y € ['¢(c), entonces f(z) < ¢, f(y) < ¢y por tanto max{ f(x), f(y)} <

c. Usando la cuasi-convexidad de f y el resultado previo, tenemos que

[tz + (1 —t)y) < max{f(z), f(y)} <c
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De la desigualdad anterior obtenemos que I'f(c) es convexo.
Reciprocamente, supongamos que I'f(c) es convexo para cada ¢ € IR. Probaremos que f
es cuasi-convexa. Sea z,y € domf y t € [0, 1]. Definamos ¢ := max{f(z), f(y)}. De aqui

tenemos inmediatamente que z,y € I'f(c) y como I';(c) es convexo, esto implica que
tr+ (1 —t)y € T'(c).
Finalmente, por la definicién de I'¢(c) obtenemos nuestro resultado. =

Teorema 1.2 Sea f : IR" — IR una funcion diferenciable y cuasi-convexa y sea x,y €

R". Si f(x) < f(y) entonces
(VI(y),z —y) <0.

Demostracién. Sea ¢t € (0,1). Por la aproximacién de primer orden de una funcién

diferenciable tenemos

fly+tlx—y) = fly) + LV f(y),z —y) +o(t),

donde
o(t)

lim —= = 0.
t—0 ¢t

Como f es cuasi-convexa, esto implica que

fy) + 6V f(y),x —y) + ot) < max{f(z), f(y)}.
Usando la hipétesis de que f(x) < f(y) y dividiendo por ¢ obtenemos
@i+ 2 <0

Tomando limite cuando t converge a cero, obtenemos el resultado. [

El reciproco del teorema anterior es también valido, ver por ejemplo Teorema 3.5.4 de
Bazaraa Sherali y Shety [7], pero aqui no lo desarrollaremos pues no serd esencial en

nuestro estudio.

Definicién 1.3 Una funcion diferenciable f : IR" — IR es pseudoconveza si, para todo

par de puntos distintos x,y tenemos

(Vf(x),y —x) >0, entonces f(y)> f(x).
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Teorema 1.3 Sea C' un conjunto convexo cerrado no vacio en el espacio Euclidiano IR".
Tomemos y € IR" arbitrdrio, entonces existe una unica proyeccion z = Poy. Ademds, la

siguiente desigualdad es satisfecha
(y—z,2—2) <0, (1.1)
para todo x € C.

Demostracién. Ver Teorema 2.4.1 de Bazaraa Sherali y Shety, [7]. "

1.3 Teoria Subdiferencial

En esta seccion recordamos algunas definiciones y resultados de subdiferencial de
Fréchet y de subdiferencial en el limite. Para mayores detalles ver los capitulos 8 y 10

de Rockafellar y Wets [23].

Definicién 1.4 Sea f : IR" — IR U {400} una funcién propia semicontinua inferior.
Para cada x € domf, el subdiferencial de Fréchet de f en z, denotado por gf(x), es el
conjunto de puntos s € IR" tal que

liminf ———[f(y) — f(z) — (5,5 — )] > 0.

vrwy—e ||z — y|

Si x ¢ domf entonces df(x) = 0.
Observemos que la definicién anterior es equivalente a

fy) > f(@) + (s,y — z) + o(||x — yl),

donde
i U= 9lD _
vz |z —yl|
Puede ser demostrado que B) f(z) es un conjunto cerrado y convexo. Sin enbargo, una
desventaja de trabajar con el subdiferencial de Fréchet es que ella no cumple algunas

propiedades en el limite que necesitaremos, por eso introducimos la siguiente definicién.



Definicién 1.5 Sea f: R" — IRU {400} una funcion propia semicontinua inferior. El

subdiferencial en el limite de f en x € IR", denotado por Of(z), es definido como sigue
Of(x) :={s e R":3a" — z, f(z") = f(x),s" € Df (z") — s}

Puede ser probado, ver el capitulo 8 de Rockafellar y Wets [23], que si f es una funcién

propia y semicontinua inferior, los doninios de B) f vy Of son densos en el dominio de f.
Proposicion 1.1 Las siguientes propiedades son satisfechas:
a. 0f(x) C 8f(x), para todo = € IR™;

b. Si f es diferenciable en & entonces df(z) = {Vf(z)}, donde V| es el gradiente de
f, asi Vf(z) € 0f(2);

c. Si f es diferenciable en una vecindad de x, entonces Of (x) = df () = {Vf(Z)};

d. Sig=f+h con [ finito en T y h es diferenciable en una vecindad de T entonces

~

0g(z) = 0f(z) + Vh(),
dg(z) = 0f(z) + Vh(z).

Demostracién.
a. Es inmediato a partir de la Definicién 1.4 y Definicién 1.5.

b. Como f es diferenciable entonces:
f(x) = f(x) + (V(@),2 = 7) + o[|lz — Z[])).
Sea s € df(z), de la Definicién 1.4 tenemos:
f(@) = f(Z) + (8,2 = 7) + ol[|lx — Z(])).
Usando la aproximacion de primer orden en f en Z y de la desigualdad anterior obtenemos:

(Vf(@), 2 —1) > (5,2 = 7) + of[[x — Z[])).



Tomando x = Z + A(v — Vf(Z)) con A suficientemente pequeno, dd v = V f(Z), como
queriamos.

c. Sea s € 0f (), entonces
2" — x, f(z") = f(z),s" € Df (2") — s.

De b. tenemos que s" = V f(z"), para n suficientemente grande. De la continuidad de
V f y unicidad del limite obtenemos finalmente que s = V f(z).
d. La inclusion C es inmediata. Para obtener la segunda inclusion D aplicamos esta regla

a la funcién f = g+ (—h). u

1.4 Teoria de Fejér-convergencia

En esta seccion damos un resultado fundamental en la teoria de Fejér-convergencia
en espacios Euclidianos, el cual sera utilizado para facilitar la prueba de convergencia

global de los métodos presentados.

Definicién 1.6 Una sucesion {y*}, k > 0, de IR" es llamado cuasi-Fejér convergente
al conjunto U C X, si para todo u € U existe una sucesion {ex} C IR tal que ¢, > 0,
+o00o

Y e < 400y

k=0

Iyt =l < Iyl + e

Si €, = 0, para todo k, entonces decimos que {y*} es Fejér convergente al conjunto U.

Teorema 1.4 Si {y*} es cuasi-Fejér convergente a un subconjunto no vacio U C IR",
entonces {y*} es limitado. Si, ademds, un punto de acumulacién i de {y*} pertenece a

U, entonces {y*} converge y

Demostraciéon. Ejercicio . n



Capitulo 2

Método del Punto Proximal

Consideremos el problema de optimizacién:
min{ f(z) : x € R"}, (2.1)

donde f : R" — IR U {+o0} es una funcién propia semicontinua inferior. El método
del punto proximal, para resolver el problema (2.1) genera una sucesién de puntos {z*}
definidos por:

2° € R", (2.2)

7% € argmin{f(z) + (\/2)||z — 2" 7Y||* : 2z € R"}. (2.3)

k

donde Ay es algtin parametro positivo y la notacién arg min significa que " es un minimo

de la funcién f(z) + (M\/2)||z — 2%~ 2.

Este algoritmo fue introducido por Martinet [16] y fue muy estudiado por Rockafellar,
[22] en los anos setenta del siglo anterior para resolver problemas de optimizacién y
mas generalmente para resolver problemas de encontrar ceros de operadores mondtonos
maximales.

Los resultados de convergencia del método para el caso convexo son muy bien cono-
cidos y puede ser probado la convergencia para el infimo de la funcién f y convergencia
a un punto de minimo si el minimo existe, ver por ejemplo la Seccién 2 de Tusem [12] o
también el articulo de Guler [10]. En la actualidad se estdn realizando investigaciones

para extender las aplicaciones del método para funciones no necesariamente convexas,



motivados por las multiples aplicaciones en Economia, asi como también, para acelerar
la convergencia de lineal a superlineal.

En este capitulo, presentamos los resultados de convergencia del método para los
casos donde la funcién objetivo f es convexa, cuasi-convexa y analitica. Para el caso
convexo, presentamos los resultados de convergencia de Guler [10]. Entretanto, para el
caso cuasi-convexo presentamos nuestros resultados obtenidos en Papa Quiroz y Oliveira

[20]. Finalmente para el caso analitico, tomamos los resultados de Attouch y Bolte [2].

2.1 Una Motivacion en Teoria de la Decision

Este ejemplo fue tomado del articulo de Souza et al. [24]. Sea el estado X = IR",
interpretado econémicamente como el conjunto de alternativas, ejecuciones, acciones,
decisiones, etc. El término agente sera referido a una persona, empresa o institucién
encargada de la toma de decisiones.

Un agente tiene una funcién objetivo
g: X —= 1R,

que representa la ganancia por unidad de tiempo (utilidad, pago, ingreso, beneficio).
Consideremos x € X algin estado inicial dado y supongamos que el supremo (meta

propuesta a lograr) de este objetivo es finito, esto es,
g =sup{g(z),r € X} < +o0.

Supongamos que el agente comienza de algin estado inicial xy = = € X, conoce el
supremo de g y el valor inical g(zg). Asi, él conoce cuan lejos estd del supremo. Esta

diferencia o llamada también salto es definida por:

n(z) =g g(x).

La manera mas natural de que el agente alcance su meta es encontrar el objetivo de

manera progresiva dividiendolo por periodos que detallamos a continuacion.



Fase Exploratoria: El agente explora en un entorno de z, denotado por: E(z,r(x)) C
X, durante algtin tiempo 7 > 0, para descubrir y € E(x,r(x)) C X.

Fase Desplazamiento: El agente se desplaza de z € X al nuevo estado y € X en un
tiempo ¢ > 0.

Fase Explotaciéon: El agente debe beneficiarse al obtener un nuevo estado mejorado.
El escoge explotar su beneficio en un tiempo p > 0.

Es asi que del estado x € X descubrimos un nuevo estado y € X mejorado, tal que
g(y) > g(x), de modo que n(y) < n(x).

En cada periodo k € IN, se considera la funcién ganancia proximal:

donde: ak y e BE(x* r(2b)) ,

A=

M7 )
C(z*,y,6) es el costo de desplazamiento satisfaciendo C(z*, z*,0) = 0.
Y

Asumiremos por simplicidad que E(z*,r(2¥)) = X, V k € IN. Asi, el agente tratara de

maximizar su ganancia proximal resolviendo para cada k:
k41 )
" € argmaz{Py(xg,y) 1y € X},
el cual es equivalente a:

2" € argmin{n(y) + MC(z*,y,0) 1y € X}.
2.2 Hipdtesis y Primeros Resultados
Asumimos inicialmente las siguientes hipdtesis:
Hipétesis A. f: M — IR U {+oo} es limitada inferiormente.
Hipétesis B. f: M — IR U {400} es continua sobre domf.

Comenzaremos probando la buena definicién de la sucesién {z*} generada por el método

del punto proximal.
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Teorema 2.1 Asumamos que las hipotesis A y B son satisfechas. Entonces, la sucesion

{2*}, generada por el método del punto proximal, es bien definida.

Demostraciéon. Probaremos inicialmente la existencia de los iterados y posteriormente
la propiedad de no ciclage. Procedemos por induccién. Para k = 0 se cumple debido
a (2.2). Asumese ahora que z¥ es bien definida. Sea « la cota inferior de f sobre IR"
entonces

f@) + \/2)le = 2™ > a+ (Ae/2) e — |,

para todo z € IR™. Siguese que los conjuntos de nivel de la funcién f(.)+ (A\./2)|] . — z¥||
son limitadas. También, esta funcion es continua sobre domf, debido a la hipdtesis sobre
f. Por eso, los conjuntos de nivel de f(.) + A|| . — 2¥|| son cerrados, de aqui compactos.
De los argumentos de continuidad y compacidad tenemos que f(.)+ (Ax/2)|| . — 2¥|| tiene
un minimo global el cual puede ser no tnico debido a la no convexidad de f. En tal caso,

"1 puede ser arbitrariamente elegido entre el conjunto de todos los minimizadores de

FO)+ /2] - = 2], -
Proposicién 2.1 Con las hipdtesis A y B, se obtienen los siguientes resultados

a. {f(z*)} es no creciente.

b. 1?::1 Ael|zF — 25712 < +o0

Prueba.

a. De (2.3), la condicién de minimo inplica que, para todo k,
F@®) + (w/2)||la" = 2P < fat ). (2.4)

por eso f(z*) < f(h).
b. De la desigualdad (2.4) y la hip6tesis A obtenemos

S Ow/2)llek — 12 < 1) - a,

k=1

donde « es el limite inferior de f. Tomando n — oo obtenemos el resultado. [
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2.3 Caso Convexo

En esta seccién asumimos que f es convexa el cual implica que domf convexo y que

los parametros A, satisfazen
“+o0o

k=1

Por la convexidad de f obtenemos que {z*} cumple
2¥ = argmin{f(x) + (\/2)||x — 2" |*: 2 € R"}.
Por eso, el punto z**! satisfaze
Me(2P — 2Py € o f (o5 (2.5)
Lemma 2.1 Para todo x € IR" se cumple:
21 — a2 < Ik — alf? — 2" — F P2+ @A) (@) — F@). (26)
Prueba. Para todo x € IR" tenemos
|25 — 2|2 = ((zF — ") + (251 — 2), (2 — 2*F1) & (25 — 7))
= [Jz* — P2 1 (|2 — 2|2 — (2/ M) O (zF — 2R L), 3 — 2L,
Usando (2.5) tenemos
[la* = 2]|* > ||lo* = "2 + [ = ]+ 2/ 0) (f (@) = f(2).
De esta desigualdad, obtenemos el resultado deseado. [

Lemma 2.2 Sea 0, = i (1/Xg), entonces
k=1

20u(0) = @) < lle = I =l = 2" = 3 ol — a4
Prueba. De (2.3) tenemos
F@™) + /22" = 2 < fl) + (A/2) e — 2%,
para todo z € IR". Tomando = = 2*~! tenemos
(Ae/2)[a" = "2 < fa"7) = f ().
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Definamos oy, = (1/A) 4+ 0x—1 con g¢ = 0. De la ultima desigualdad tenemos
(Ar/2)oka|lz" = 2" P < o (f (21 = f(2¥))

= op1 f(2F) — (o — (1/A0)) f(2F)
= o1 f(2"1) — o f(2¥) + (1/ M) f(2F).

Tomando sumatoria sobre k, de 1 a n y multiplicando por 2 tenemos

Z )\kO'kleﬂik k 1H2 < 20'nf Z 2/)\k (27)
— k=1

Por otro lado, del Lema anterior tenemos que

2/ M) (f(2*) = f(2)) < [l — 2" = ||l2* — 2" = []o — 2]

Tomando sumatoria de 1 a n,
S @A) = f@) < 3 (Il = 7P = [ = 25717 = [l — 2) -

k=1 k=1

Esto implica que
S /M) < 200f() + e = I =l - 3 It = 0t
= k=1
La desigualdad anterior y (2.7) da
Xn: Mg et =2 TP+ 20, f(27) < 200 f (@) + [Jo — 2| |* = ||z —2"|* — Z [Ja* — "%

Asi,

n

20,(f(a") = f(2)) < llo = 2| = ||z — 2| = > (1 + Aeopa)||l2* — 272

k=1

Como 1 + M\yor_1 = \,oj, entonces
200 (f(«") = f(x)) < ||z = 2°|* = ||z — 2"|]* - Z Ao — 2 2.

Teorema 2.2 Sea {2*} la sucesién generada por el método del punto prowimal. Para

todo x € R", tenemos
02
@) - fa) < Il 2.8)

20,
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donde o, = i (1/Ap).
Si o, — —I—ocljzelntonces
f®) = f*=inff(x).
Ademas, si X* # (), entonces {x*} converge para un minimizador de f vy satisface

[l — 2

flz™) = fr < , Vo' e X~

20,

Demostracién. Del Lema anterior, inmediatamente obtenemos (2.8).

Por definicion de f*, existe v € IR" tal que para todo € > 0

flv) < f*+e

Tomando z = v en (2.8) tenemos

Fam) — f—e< ) — f)y < o 2IE
20,
De aqui,
02
fan - <ot

Tomando n — 400 obtenemos

lim f(z")— f* <e.

n—-+4o0o

Desde que € es arbitrario tenemos

lim f(z") = f"

n—-+00

Ahora, si el conjunto X* # (), seja T € X* entonces
f(@) < f(2*),VEk.
Sustituyendo Z en (2.6) y usando la dltima desigualdad tenemos
2% —z|[* < [Ja* 7t = z|* =[]t — "],

Esto implica que

la* —2||* < ||l=* — |,
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De aqui {z*} es Fejér convergente a X*. Del Teorema 1.4, {z*} es limitada y asi existe

una subsucesién {x%} convergente. Sea z* € IR" tal que

lim 2 = z*.
Jj—+oo

Por continuidad de f tenemos

lim f(a™) = f(2").

j—+oo
Como {f(2*)} es una sucesién no creciente y limitada inferiormente entonces { f(z*)} es
convergente. Ademas, como ella tiene una subsucesion convergente, tenemos que toda la

sucesion converge para f(z*).

lim f(*) = f(a").

k—+o00

De aqui, obtenemos que z* € X*. Finalmente usando de nuevo el Teorema 1.4 tenemos

lim z* = z*.
k—+o00

2.4 Caso Cuasi-convexo

En esta seccién probaremos la convergencia de la sucesién {z*} a un punto critico de f

cuando esta funcion es cuasi-convexa. Para ello usaremos los parametros A, satisfaciendo:
0< M\ <A, (2.9)

donde A > 0. Es necesario también sustituir las hipétesis A y B por las siguientes:

Hipétesis A’. El conjunto de soluciones éptimas del problema (2.1), denotada por

X*, es no vacio.

Hipétesis B'. f: IR" — IRU {+o0} es cuasi-convexa y continua sobre domf.

Ahora, definamos el siguiente conjunto
U:={z €donf: f(x) < Héff(a:k)}

De la hipéptesis A’ and B’ este conjunto es no vacio cerrado y convexo (ver el Teorema

1.1 para la prueba de la convexidad del conjunto U).
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Teorema 2.3 Con las hipdtesis A’ and B, la sucesion {x*}, generada por el método del

punto proximal, es Fejér convergente a U.
Demostracién. Desde que z* satisface (2.3) tenemos
F@®) + e /2)]J2* = 2P < fla) + (/2)l[e — 2%, Vo € R (2.10)
De aqui, Vx € U se cumple que
la* — 2 < |l — 272

Portanto, z* es la tinica projeccién de z*~! sobre U y del Teorema 1.3 tenemos que

(x —o* oF — 2% <o, (2.11)
Por otro lado, tomando x € U tenemos
e — P = (@ — 24 + (2 — 257, (@ — ) + (@ — 2* )
= [l — 2H|P + [l — 2P - 2o — 2% 2 k)
Usando (2.11) obtenemos que
0 < |z = 2" < flo = 2" 7P — ||z — 2| (2.12)

para todo x € U. Asi
e — 2H|? < JJo — 2 (213
Por lo tanto, {z*} es Fejér convergente a U. o

Proposicion 2.2 Con las hipdtesis A" y B', los siquientes enunciados son verdaderos

a. Para todo x € U la sucesion {||x — 2¥||} es no creciente y convergente;
b. limy_, o ||2* — 2871 = 0;

Demostracién.

a. De (2.13), {||x — 2"||} es una sucesién no creciente y limitada inferiormente, de aqui
ella es convergente.

b. Tomando limite cuando k va para el infinito en (2.12) y usando el resultado anteior

obtenemos limy_, o ||2% — 2*71|| =0 . =
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Teorema 2.4 Supongamos que las hipdtesis A’ y B’ son satisfechas. Entonces la sucesion

{2*} converge. Ademds, ella converge a un punto critico de f.

Demostracién. De la Proposicién anterior, {2} es Fejér convergente a U, asi {2*} es
limitado (ver el Theorema 1.4). De aqui, existe Z y una subsucesién {z%} de {z*} que

converge a Z. De la continuidad de f obtenemos

lim f(a*) = f(z).

j——+oo
Como {f(2¥)} es una sucesién no creciente con una subsucesién que converge a f(Z),

toda la sucesién converge a f(Z) y por lo tanto
f(@) < f(a*), vk € IN.

Esto implica que Z € U. Ahora, del Teorema 1.4 concluimos que {z*} converge a Zz.

Finalmente, probaremos que 0 € 9f(z). De (2.3) obtenemos

0€d(f() + /2l — 2" P (")

De la Proposicién 1.1, d, y la regularidad de (\/2)|]. — 2%71||?, esto implica que

0 € Of (z*) + Mp(a? — "),
Asi, existe g* € 9f(«*) tal que
Ae(a® — 251y = gk,
Tomando |.|| en la igualdad anterior y usando (2.9) obtenemos que
19" < (WlJ2* = 21,

Usando la Proposicién 2.2, b, tenemos que

lim ¢ = 0.

k—o0

Portanto, existen sucesiones {x*}, {f(2*)} y {¢g*} con ¢* € gf(xk) tal que limy,_, o 2% =
T, limy_yoo f(2%) = f(Z) (de la continuidad de f) y limg o g* = 0. De la Definicién 1.5

siguese que 0 € Jf(Z). =
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Observacion 2.1 Observemos que el resultado del teorema anterior es nuevo en la teoria

del método del punto proximal para funciones cuasi-convezas.

Como inmediatos casos particulares del Teorema precedente obtenemos los siguientes

Corolario 2.1 Con la hipétesis A y si f es conveza en IR", la sucesion {x*} converge a

una solucion dptima del problema (2.1).

Corolario 2.2 Con la hipotesis A and si [ es diferenciable y pseudoconvexa en IR",

entonces la sucesion {x*} converge a una solucion dptima del problema (2.1).

Cuando los parametros \; satisfazen la condicion:

lim Ay =0, con A\ >0, (2.14)

k——+o0
es posible probar la convergencia global de {z*} a un punto de minimo, como veremos a

seguir.

Teorema 2.5 Con las hipdtesis A’ and B', la sucesion {x*} generada por el método del

punto proximal, con N\ satisfaciendo (2.14), converge a una solucion optima del problema

(2.1).

Demostracién. Sea z* € X* y sea ¥ € IR" el punto de convergencia de la sucesién

{x*}, el cual es garantizada por el Teorema 2.4, entonces

lim z* = 7.

k——+o0

k

Como z" es un punto solucién de (2.3) tenemos

Fa®) + w/2)[Ja® — 2P < fla®) + (/2) " — 272,
Reescribiendo esta desigualdad
(Ae/2)(Jfa" = 2" = ||la* — 2" P) < fla®) = fa™).
Tomando k — +oo y usando la Proposicién 2.2, iten b, obtenemos

f(@) < f(z7). =
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Ahora daremos una estimacién de la distancia del punto inicial a un punto de convergencia
de la sucesién {z*}.

Sea Py : IR" — IR"™ tal que
Py(2°) = argmin{||x — 2°|| : 2 € U}.

Note que Py(2°) existe ya que U es un conjunto no vacio cerrado, ver Ejemplo 3.8 de
Papa Quiroz [17].
Denotemos por

p(2°,U) := inf{||z — 2°|| : € U}.

Proposicién 2.3 Sea {2*} la sucesién generada por el método de punto proximal y T el

punto de convergencia, entonces
12° — @[] < 2p(2", ).
Prueba. Fijando x = Py(2°) en (2.13) obtenemos
1Pu(a®) — 2] < [|Pu(a®) — 2°|.

Tomando k — oo

1Py(”) = || < [|Py(2®) — 27| (2.15)
Ahora, por la desigualdad triangular
127 = z|* < (|l2° — Po(a®)l + |1 Pu(2”) — zl])*
<2(|I" = Po(a®)|IP + (1P (") - 7l?)
< 2(|la® = Pu@®)|* + [[a° = Pu(a®)|?)
= 42" — Py (2")|[*
donde la tercera desigualdad es debido a (2.15). Asi, la demostracién es completada. m

Observaciéon 2.2 Si T es un minimo global de (2.1), por ejemplo cuando f es convexa o
diferenciable y pseudoconveza, el resultado anterior sigue siendo verdadero si sustituimos

U por X*.

19



2.5 Caso Sub-Analitico

Denotaremos por W (z°) y Crit f el conjunto de puntos de acumulacién y puntos criticos

de f respectivamente. En esta seccion usaremos que los parametros )\, satisfaciendo:
N <A\ <A, (2.16)
donde X > 0.

Proposicién 2.4 Sea {2*} la sucesién generada por el método del punto proximal satis-
faciendo (2.16). Si las hipdtesis A y B son satisfechas, entonces los siguientes enunciados

son verdaderos
o0
a. Y |JaF — 2" Y2 < 400
k=1
b. W(z°) C Critf;
Si adicionalmente, {2*} es acotado entonces:
c. f es finito y constante en W (x?).
d. W(z°) es connexo, compacto y

d(z®, W(2%) = 0,k = +o0.

Demostracién. Inmediato m

Como fue observado por Absil et al. [1], la convergencia de toda la sucesién {z*} puede

fallar, por eso introducimos la siguiente propiedad.

Propiedad de Lojasiewicz

Para cada & € Critf, existen ¢, C'y 6 € [0, 1) tal que
[f@) = f@)" < Ol

para todo x € B(z,€) y todo z* € df(z).
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Hipétesis C. f: M — IR U {+oc} satisface la propiedad de Lojasiewicz .

Ahora, introducimos un lemma que serd usado en la demostracion de la convergencia

de {z*}.
Lemma 2.3 Asumese que [ satisface la propiedad de Lojasiewicz, entonces
i. Sv K es un conjunto no vacio conexo de Critf, entonces f es constante en K.

ii. Ademas, si K es compacto, entonces esisten e, C' y 0 € [0,1) tal que para todo x € M
con d(z, K) <,
~\ 10 *
|f(z) = f@)] < Cllz™]],

para todo x* € Of(x).
Prueba. Ver Attouch and Bolte [2]. n

Teorema 2.6 Supongamos que las hipdtesis A, B y C son satisfechas. Si {x*} es aco-

tado, entonces

> d(zh, 2F ) < o0
k=1
En particular, {z*} converge a algin punto de Critf.

Demostracién. Como {f(z¥)} es una sucesién limitada inferiormente y no creciente

entonces, esta sucesion converge y ademas
f(z®) = inf f(2*) cuando k — +oo0.

Defina
g(z") = f(a*) —inf f(z*)

Entonces obtenemos que g(z¥) >0y
g(2*) — 0 cuando k — 4-o0.

Analizamos dos casos:

Si 2! = 2!~! para algin [ > 0 entonces, de (2.3) tenemos que 0 € df(z!) y el algoritmo
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finaliza en un ndmero finito de iteraciones. Por otro lado, considere % # z*~! para
todo k, entonces d(x*, zFt1) > 0y por eso {g(z*)} es una sucesién positiva estrictamente
decreciente.

Ahora, definimos la funcién h : IRT" — IR tal que h(s) = —s'™% 6 € [0,1). Esta funcién

es diferenciable y estrictamente convexa, por eso
h(s) — h(so) = ' (s0)(s — s0) (2.17)
Tomando sy = g(z*) y s = g(2*™) en (2.17) tenemos
g(@*)' ™" = g™ )" > (1 = 0)g(a") " (g(=*) — g(&")).
Como (\/2)d?(z**L, 2%) < g(2*) — g(2**1) entonces
g(@")' " = g(@™) 0 > (N /2)(1 = 0)g(a*) "0 (2™, 2") (2.18)

Usando el Lema 2.3 para K = W (z") obtenemos que existe & € W(z°), INg, €, C' y
0 € [0,1) tal que para todo k > IN,

£~ £@)[ < Ol

para cualquier z* € df(z). Como f es constante en K, podemos sustituir f(z) por f(Z),

donde Z es un punto de acumulacién de {z*}. Asi Vk > IN,
@) - @) < Cllat).
Como {f(2*)} converge a inf f(z*) y por lo tanto Vk > INj :
0 < g(a®)? < Chpd(2®, 2F71) (2.19)

Observamos que 6 # 0. En efecto, si # = 0 entonces Vk > INg : 1 < CApd(a®, 2F71).

k

Tomando la subsucesion {x*%} de {z*} tal que 2% — Z obtenemos que 1 < 0. Por lo

tanto, # € (0,1). De (2.19) y como 6 # 0 obtenemos

d(a*, 2" )7 (Ch) < g(a*) ™"
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Vk > INy.
Usando la desigualdad anterior en (2.18) obtenemos que existe M > 0 tal que Vk > IN| :

d(a*t, 2b)? ky1-6 k+1y1-0
Ak, 2 1) = M(g(z")™" = g(z"")"™") (2.20)
Sir € (0,1) y tomando k > Ny. Si d(x*™, 2%) > rd(zF, 2%71), (2.20) implica que
d(z*1, %) < (M/r)(g(z")'™" = g(a™1)'7),
y por lo tanto Vk > INg :

A, %) < (a2 + (M) (g()' 0 = (1)),

Ahora, si IN > INy entonces

N
S dlatt k) < N, o N (1 ) (g(B) 0 - gV 40,
k=IN -7
y la conclusion sigue del hecho que f es limitado inferiormente. [
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