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1. Problema Irrestricto
Considere el problema:

min f(x)
s.a:
x e R"
definido por:

El Método de Punto Proximal (MPP) genera una sucesion {x*}

L e R,

K € argmin{f(x) + (\/2)||x — F1? - x € R},
donde A, > 0.

[m]




Datos histdricos
» EI MPP fue introducido por Martinet (1970).
» Rockafellar (1976) extendi6é el MPP para resolver ceros de
operadores monotonos maximales.
» En los Ultimos anos se estudia la extension del método para
problemas no convexos y problemas variacionales donde el
operador no es monotono.
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Importancia

» Se ha convertido en la base tedrica para justificar la
convergencia de los métodos de multiplicadores para
resolver problemas de optimizacién. En particular, se ha
demostrado que detras de cada método multiplicador existe
un método proximal que lo genera (Rockafellar, 1976).

» Se ha probado también que una gran clase de métodos de
descomposicion de problemas convexos son casos
particulares del método del punto proximal para encontrar un
cero de un operador monétono maximal, especAficamente el
método de Douglas-Rachford estudiado por Lions y Mercier
(que abarca una gran clase de métodos de optimizacion) es
una version particular del método proximal, (Eckstein y
Bertsekas, 1992).



Algoritmo

Dado x° y {\;} sucesion de parametros positivos.
Parak=0,1,.

Si: 0¢ 8f(xk) parar !!

Caso contrario:

Resolver el problema:

win {f(x) F - xe R"},

para obtener x**! y asignar k + 1 ~— k y volver a la condicién Si.
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Resultados de Convergencia

» Sif esconvexay {)\} satisface

—+00

> (1/\) = +oo

k=1
entonces,

k—00

lim f(x*) = inf{f(x) : x € R"}.

» Ademas, si el conjunto dptimo X* es no vacio, entonces {x*}
converge a un punto 6ptimo del problema.




El caso cuadratico convexo
X

Sif(x) = 3xTAx — bTx + ¢, A= AT y A = 0, entonces,
1. Las iteraciones son explicitas:

F= A+ b+ AT

2. En general si f es difernciable se tiene que

S AlVf<xk).
k

El método, salvo el caso cuadratico, es implicito en el sentido
tradicional de los métodos iterativos.
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Ejercicio: Implementar

. 20
rmnf(x):%xT<O 1)x—(Z 1)(2>+c
5. :

xeR"

Usaremos el punto inicial x” = (0,0) y realizaremos pasos del
método proximal para encontrar la solucion éptima x* = (1, 1).




MPP para problemas Restrictos
Considere el problema:

min f(x)
s.a:
x e C,

donde f es una funcién convexa y C es un conjunto convexo
cerrado con interior no vacio.




» ElI MPP para resolver problemas restrictos introduce una
funcién llamada distancia que sustituye a ||.||> por d(-,-) en la
regularizacion proximal de tal manera que los puntos
obtenidos sean viables y en la mayoria de los casos
interiores.
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MPP con distancias de Bregman
Dados x° y {\(}.
Parak=0,1,....

Fin Para

Caso contrario, resolver el problema:

min f(x) + D (x, *)
s.a:
xeC

Obteniendo x**t! e C, donde,

Dy(x,y) = h(x) — h(y) = (Vh(y),x —y) y h es una
funcion de Bregman.

Hacer k = k + 1 y volver al test de parada Si.
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Funcion de Bregman
La funcién  : S — R es llamada funcién de Bregman con zona S,
si se verifican las siguientes condiciones:
B1). h es estrictamente convexa y continua en S.
B2). h es continuamente diferenciable en S.
B3). Vxe€S5,V6 <R, el conjunto de nivel respecto a la segunda
variable
Lp,(x,0) ={y €S / Du(x,y) <4} es acotada.
B4). Si{y*} c S converge a y, entonces {D,(y, ")} converge a
cero.

B5). Si {x*} c Sy {y} C S son sucesiones tal que {y*} es
acotado, lim x* = x* y lim D, (y*, x*) = 0, entonces lim y* = x*.




Ejemplos de Funcion de Bregman
1.

Sis=R" ., h(x)

>~ xiInx;, con la convencion 0In0 = 0, es
i=1
una funcién de Bregman y

n

Dh(xvy) =

i=1

> (xIn(xi/yi) + yi — x)
llamada divergencia de Kullback-Leibler, que es usada en
estadistica.

2. Sis Ri+,h(x):£%(x?—xiﬁ)cona>l 0<pB<l1
=
Para o =2, 5 = 1/2 obtenemos

Dy(x,y) = Hx—y||2+z \/_ Vi)

[m]
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Paraa =1, = 1/2 tenemos:

R U Py
Dh(x,y)—;wﬁ(\/_z Vi)
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Proposicion:
Si h es una funcién de Bregman con zona S entonces:
) YxeS,Vz,yes,
Dy(x,y) — Di(x,2) — D(z,y) = (Vh(y) — Vh(z),z — x) .
i) Vx,yeSs§,
ViDy(x,y) = Vh(x) — Vh(y).
i) Dy(.,y) es estrictamente convexa vV y € S.




Resultados de convergencia

» Sif esconvexay {)\} satisface

—+00

> (1/\) = +oo

k=1
entonces,

krico

lim f(x*) = inf{f(x) : x € R"}.

» Ademas, si el conjunto dptimo X* es no vacio, entonces {x*}
converge a un punto 6ptimo del problema.




Ejemplo PMKullbackLeibler

Considere el problema

min{f(x) =

x°5x35 2x1 +x2 < 6,x1 > 0,x, >0}
La solucion dptima es: xj = 3/2,x5 =3
Tomamos la distancia

n

d(x,y) =
y definir

Z(xi ln(xi/)’i) +yi— xl)
Dy (x,z) = d(y(x),y(z)), con y(x)

=Ax—0>




Obteniendo:

6—2x] —x
Dy(x,z) = (6 — 2x; — x2) ln(6 — 211 — Zi) + (=221 — 22+ 2% +x2)+
+xpIn(xy/z1) + 21 —x1) + (2 In(xa/z22) + 22 — x2).
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Problemas en el ortante no negativo
Considere el problema

min{f(x) : x € R }

donde f es una funcién convexa no necesariamente diferenciable.
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Dado x° y {\}.

MPP con distancias ¢-divergencia
Parak=0,1,.

SN

Caso contrario, resolver el problema:

{ minf(x) + Aedy (x, x5)

x e R}
obteniendo x**! € C, donde,

p
X
dﬂO(xay) = E ngp()T])a
j=1 /

Asignar k — k + 1y volver al test Si.
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¢ : R — (—o00, 400] s una funcion convexa propia y cerrada, tal
que, domy C [0, +00), Y que cumple las siguientes propiedades:

() ¢ es dos veces continuamente diferenciable en
int(domey) = (0, +00).
(i) ¢ es estrictamente convexa en su dominio.
(iii) lim ¢'(¢) = —o0
t—0
(iv) (1)

¢'(1)=0y ¢"(1) >0
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Denotamos por ¢ las clases de funciones que satisfacen (i)-(iv)
Introduciremos dos sub clases de nucleo ¢ :
Py :={p € P, existe M > 0tal que ¢"(r) <M,V >1}.

@, = {w €2 (N1 =) < ¢'(1) < (N = 1), V1 > 0} :




Existen funciones ¢ € ®; N ®, por ejemplo
1. o1(t) =tlnt + 1, domy

[0, +00) , obteniendo

Aoy (x,¥) = zp:(xi Y 4y - x)
i=1 !
2. po(t) = —Int+1—1, domp = (0,+00) , obteniendo
dop, (1) (%, Y) Zy, In(yi/x;) +x; — yi
j=1
3. p3() =2(Vi— 1)2, domep = [0,400) , obteniendo
d x,y) = Zi:(\/f] -V 2
! o« = = = oqcl




Resultados de convergencia

» Sif esconvexay {)\} satisface

—+00

> (1/\) = +oo

k=1
entonces,

krico

lim f(x*) = inf{f(x) : x € R"}.

» Ademas, si el conjunto dptimo X* es no vacio, entonces {x*}
converge a un punto 6ptimo del problema.




Ejemplo PMPhi

Considere el problema

min{f(x) = —x3°x93 : 2x; + x, < 6,x; > 0,x, > 0}
La solucion 6ptima es: xj = 3/2,x; = 3.
Tomamos la distancia:

n

d(x,y) = Z()’i In(yi/xi) + xi — yi)
y definir

i=1

Dy (x,2) = d(y(x),y(z)), con y(x) = Ax — b
obteniendo:




6 271 —
Dy(x,z) = (6 — 221 — 22) ln(6 — 2)2 - Z) + (=2x1 — x4+ 221 + )+
+(zi In(z1 /x1) +x1 — 21) + (22 In(z2/x2) + x2 — 22).
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MPP con distancias Log-cuadraticas
Dado x° y {\}.
Parak=0,1,.

coy N

Caso contrario, resolver el problema:

{ minf(x) + Aedy (x, x5)

x e R}
obteniendo x**! € C, donde,

dﬁp(xﬂy) =

Asignar k — k + 1y volver al test Si.
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Usando la distancia: do(u, v) Zv go , con
1) = o~ Tog t4+1— 1)+ £~ 12,
2

i=1

v > o > 0, obtenemos

NIT

ui — vi) +a(v?10gﬁ+uv,

- v,z)




Ejemplo PMLog

Considere el problema

minf (x) =

—)C()S)Cg5 2x1 +x2 < 6,x1 > 0,x, >0}
La solucion 6ptima es: x} = 3/2,x} =3
Tomamos la distancia

)= 3 Y

i=1

NIT

Vi
—v) L. o(vi log o + upv;

— v,z)
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