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1. Problema Irrestricto

Considere el problema: 
min f (x)

s.a :
x ∈ Rn.

El Método de Punto Proximal (MPP) genera una sucesión {xk}
definido por:

x0 ∈ Rn,

xk ∈ argmin{f (x) + (λk/2)||x − xk−1||2 : x ∈ Rn},

donde λk > 0.



Datos históricos
▶ El MPP fue introducido por Martinet (1970).
▶ Rockafellar (1976) extendió el MPP para resolver ceros de

operadores monótonos maximales.
▶ En los últimos años se estudia la extensión del método para

problemas no convexos y problemas variacionales donde el
operador no es monótono.



Importancia
▶ Se ha convertido en la base teórica para justificar la

convergencia de los métodos de multiplicadores para
resolver problemas de optimización. En particular, se ha
demostrado que detrás de cada método multiplicador existe
un método proximal que lo genera (Rockafellar, 1976).

▶ Se ha probado también que una gran clase de métodos de
descomposición de problemas convexos son casos
particulares del método del punto proximal para encontrar un
cero de un operador monótono maximal, especÃficamente el
método de Douglas-Rachford estudiado por Lions y Mercier
(que abarca una gran clase de métodos de optimización) es
una versión particular del método proximal, (Eckstein y
Bertsekas, 1992).



Algoritmo
Dado x0 y {λk} sucesión de parámetros positivos.
Para k = 0, 1, . . .
Si: 0 ∈ ∂f (xk), parar !!
Caso contrario:
Resolver el problema:

min

{
f (x) + (

λk

2
)||x − xk||2 : x ∈ Rn

}
,

para obtener xk+1 y asignar k + 1 ↣ k y volver a la condición Si.



Resultados de Convergencia
▶ Si f es convexa y {λk} satisface

+∞∑
k=1

(1/λk) = +∞.

entonces,
lim

k−→∞
f (xk) = inf{f (x) : x ∈ Rn}.

▶ Además, si el conjunto óptimo X∗ es no vacio, entonces {xk}
converge a un punto óptimo del problema.



El caso cuadrático convexo
Si f (x) = 1

2 xTAx − bTx + c, A = AT y A ⪰ 0, entonces,
1. Las iteraciones son explı́citas:

xk = (A + λkI)−1 (b + λkxk−1) .
2. En general si f es difernciable se tiene que

xk = xk−1 − 1
λk

∇f (xk).

El método, salvo el caso cuadrático, es implı́cito en el sentido
tradicional de los métodos iterativos.



Ejercicio: Implementar
min f (x) = 1

2 xT
(

2 0
0 1

)
x − (2 1)

(
x1
x2

)
+ c

s.a :
x ∈ Rn

Usaremos el punto inicial x0 = (0, 0) y realizaremos pasos del
método proximal para encontrar la solución óptima x∗ = (1, 1).



MPP para problemas Restrictos

Considere el problema: 
min f (x)

s.a :
x ∈ C,

donde f es una función convexa y C es un conjunto convexo
cerrado con interior no vacio.



▶ El MPP para resolver problemas restrictos introduce una
función llamada distancia que sustituye a ||.||2 por d(·, ·) en la
regularización proximal de tal manera que los puntos
obtenidos sean viables y en la mayoria de los casos
interiores.



MPP con distancias de Bregman
Dados x0 y {λk}.
Para k = 0, 1, . . ..

Si 0 ∈ ∂f (xk) finalizar !!!!!
Caso contrario, resolver el problema:

min f (x) + λkDh(x, xk)
s.a :
x ∈ C

Obteniendo xk+1 ∈ C, donde,
Dh(x, y) = h(x)− h(y)− ⟨∇h(y), x − y⟩ y h es una
función de Bregman.
Hacer k = k + 1 y volver al test de parada Si.

Fin Para



Función de Bregman
La función h : S̄ → R es llamada función de Bregman con zona S,
si se verifican las siguientes condiciones:

B1). h es estrictamente convexa y continua en S̄.

B2). h es continuamente diferenciable en S.
B3). ∀ x ∈ S̄, ∀ δ ∈ R, el conjunto de nivel respecto a la segunda

variable
LDh(x, δ) = {y ∈ S / Dh(x, y) ≤ δ} es acotada.

B4). Si
{

yk
}
⊂ S converge a y, entonces

{
Dh(y, yk)

}
converge a

cero.
B5). Si

{
xk
}
⊂ S̄ y {yk} ⊂ S son sucesiones tal que {yk} es

acotado, lim xk = x∗ y limDh(yk, xk) = 0, entonces lim yk = x∗.



Ejemplos de Función de Bregman

1. Si S = Rn
++, h(x) =

n∑
i=1

xi ln xj, con la convención 0 ln 0 = 0, es

una función de Bregman y

Dh(x, y) =
n∑

i=1

(xi ln(xi/yi) + yi − xi)

llamada divergencia de Kullback-Leibler, que es usada en
estadı́stica.

2. Si S = Rn
++, h(x) =

n∑
i=1

(xαi − xβi ) con α ≥ 1, 0 < β < 1.

Para α = 2, β = 1/2 obtenemos:

Dh(x, y) = ||x − y||2 +
n∑

i=1

1
2
√

yi
(
√

xi −
√

yi)
2.



Para α = 1, β = 1/2 tenemos:

Dh(x, y) =
n∑

i=1

1
2
√

yi
(
√

xi −
√

yi)
2.



Proposición:
Si h es una función de Bregman con zona S entonces:

i) ∀ x ∈ S̄, ∀ z, y ∈ S,
Dh(x, y)− Dh(x, z)− Dh(z, y) = ⟨∇h(y)−∇h(z), z − x⟩ .

ii) ∀ x, y ∈ S,
∇xDh(x, y) = ∇h(x)−∇h(y).

iii) Dh(., y) es estrictamente convexa ∀ y ∈ S.



Resultados de convergencia
▶ Si f es convexa y {λk} satisface

+∞∑
k=1

(1/λk) = +∞.

entonces,
lim
kri∞

f (xk) = inf{f (x) : x ∈ Rn
+}.

▶ Además, si el conjunto óptimo X∗ es no vacio, entonces {xk}
converge a un punto óptimo del problema.



Ejemplo PMKullbackLeibler
Considere el problema

min{f (x) = −x0.5
1 x0.5

2 : 2x1 + x2 ≤ 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}.

La solución óptima es: x∗1 = 3/2, x∗2 = 3.
Tomamos la distancia:

d(x, y) =
n∑

i=1

(xi ln(xi/yi) + yi − xi)

y definir

Dh(x, z) = d(y(x), y(z)), con y(x) = Ax − b



Obteniendo:

Dh(x, z) = (6 − 2x1 − x2) ln(
6 − 2x1 − x2

6 − 2z1 − z2
) + (−2z1 − z2 + 2x1 + x2)+

+(x1 ln(x1/z1) + z1 − x1) + (x2 ln(x2/z2) + z2 − x2).



Problemas en el ortante no negativo
Considere el problema

min{f (x) : x ∈ Rn
+}

donde f es una función convexa no necesariamente diferenciable.



MPP con distancias ϕ-divergencia
Dado x0 y {λk}.
Para k = 0, 1, . . . , n.

Si 0 ∈ ∂f (xk) parar !!!!!
Caso contrario, resolver el problema:

min f (x) + λkdφ(x, xk)
s.a

x ∈ Rn
+

obteniendo xk+1 ∈ C, donde,

dφ(x, y) =
p∑

j=1

yjφ(
xj

yj
),

Asignar k → k + 1 y volver al test Si.



φ : R → (−∞,+∞] es una función convexa propia y cerrada, tal
que, domφ ⊆ [0,+∞), y que cumple las siguientes propiedades:

(i) φ es dos veces continuamente diferenciable en
int(domφ) = (0,+∞).

(ii) φ es estrictamente convexa en su dominio.
(iii) lim

t→0
φ′(t) = −∞.

(iv) φ(1) = φ′(1) = 0 y φ′′(1) > 0.



Denotamos por Φ las clases de funciones que satisfacen (i)-(iv).
Introduciremos dos sub clases de núcleo φ :

Φ1 :=
{
φ ∈ Φ, existe M > 0 tal que φ′′(t) ≤ M, ∀t ≥ 1

}
.

Φ2 :=

{
φ ∈ Φ;φ′′(1)(1 − 1

t
) ≤ φ′(t) ≤ φ′′(1)(t − 1), ∀t > 0

}
.



Existen funciones φ ∈ Φ1 ∩ Φ2 por ejemplo:
1. φ1(t) = t ln t + 1, domφ = [0,+∞) , obteniendo

dφ1(t)(x, y) =
p∑

i=1

(xi ln
xi

yi
+ yi − xi).

2. φ2(t) = − ln t + t − 1, domφ = (0,+∞) , obteniendo

dφ2(t)(x, y) =
n∑

j=1

yi ln(yi/xi) + xi − yi

3. φ3(t) = 2
(√

t − 1
)2

, domφ = [0,+∞) , obteniendo

dφ3(t)(x, y) = 2
n∑

j=1

(
√

xj −
√

yj)
2



Resultados de convergencia
▶ Si f es convexa y {λk} satisface

+∞∑
k=1

(1/λk) = +∞.

entonces,
lim
kri∞

f (xk) = inf{f (x) : x ∈ Rn
+}.

▶ Además, si el conjunto óptimo X∗ es no vacio, entonces {xk}
converge a un punto óptimo del problema.



Ejemplo PMPhi
Considere el problema

min{f (x) = −x0.5
1 x0.5

2 : 2x1 + x2 ≤ 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}.

La solución óptima es: x∗1 = 3/2, x∗2 = 3.
Tomamos la distancia:

d(x, y) =
n∑

i=1

(yi ln(yi/xi) + xi − yi)

y definir

Dϕ(x, z) = d(y(x), y(z)), con y(x) = Ax − b

obteniendo:



Dϕ(x, z) = (6 − 2z1 − z2) ln(
6 − 2z1 − z2

6 − 2x1 − x2
) + (−2x1 − x2 + 2z1 + z2)+

+(z1 ln(z1/x1) + x1 − z1) + (z2 ln(z2/x2) + x2 − z2).



MPP con distancias Log-cuadráticas
Dado x0 y {λk}.
Para k = 0, 1, . . . , n.

Si 0 ∈ ∂f (xk) parar !!!!!
Caso contrario, resolver el problema:

min f (x) + λkdφ(x, xk)
s.a

x ∈ Rn
+

obteniendo xk+1 ∈ C, donde,

dφ(x, y) =
p∑

j=1

y2
j φ(

xj

yj
),

Asignar k → k + 1 y volver al test Si.



Usando la distancia: d0(u, v) :=
2∑

i=1

v2
i φ(

ui

vi
), con

φ(t) := σ(− log t + t − 1) + ν
2 (t − 1)2, ν > σ > 0, obtenemos:

d0(u, v) :=
2∑

i=1

ν

2
(ui − vi)

2 + σ(v2
i log

vi

ui
+ uivi − v2

i ).



Ejemplo PMLog
Considere el problema

min{f (x) = −x0.5
1 x0.5

2 : 2x1 + x2 ≤ 6, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}.

La solución óptima es: x∗1 = 3/2, x∗2 = 3.
Tomamos la distancia:

d0(u, v) :=
2∑

i=1

ν

2
(ui − vi)

2 + σ(v2
i log

vi

ui
+ uivi − v2

i ).
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